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Nosso objetivo é estudar qudo “grandes”’ sdo determinados subconjuntos de
certos espacos de funcdes e sequéncias.
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Conjuntos que estudaremos

@ O conjunto CN'D das fungdes continuas reais definidas no intervalo
[0, 1] mas diferenciaveis em nenhum ponto (continuous nowhere
differentiable functions);

@ o conjunto F.A das fun¢des fortemente anulares (strongly annular
functions) que sdo as fun¢des holomorfas f definidas no disco unitario
aberto complexo I tais que

lim sup (min yf(z)|> = +o0;

r—1 |z|=r

@ os conjuntos de sequéncias reais I, \ Iy (para p> g >1) e
Ib \U1<g<p lq (Para p > 1).
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Ferramentas para analisar “tamanho”

Utilizaremos os seguintes conceitos para falarmos em conjuntos “grandes”
do ponto de vista algébrico:
@ Dados X um espaco vetorial topolégico e A C X, dizemos que A é
o lineavel se AU {0} contém um subespaco vetorial de dimensdo infinita;
o denso-lineavel se AU {0} contém um subespago vetorial de X de
dimens3o infinita e que é denso em X;
o maximal denso-lineavel se AU {0} contém um subespaco vetorial M
de X tal que M tem dimens3o infinita, M é denso em X e
dim(M) = dim(X);
o espacavel se AU {0} contém um subespaco vetorial fechado de
dimens&o infinita.

© Dados B uma algebra comutativa e A C B dizemos que A é

o algebravel se AU {0} contém uma algebra infinitamente gerada;

o fortemente o-algebravel se AU {0} contém uma algebra livre
a-gerada. (Quando o = Rg = card(N) dizemos apenas fortemente
algebravel.)
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Ferramentas para analisar “tamanho”

Utilizaremos os seguintes conceitos para falarmos em conjuntos “grandes”
do ponto de vista topoldgico:
@ Dados X um espaco topolégico e A C X, dizemos que A é
e nunca denso (ou raro) em X se (Z)O =0;
o de primeira categoria (ou magro) em X se A & unido enumeravel de

conjuntos nunca densos em X;
o residual (ou comagro) em X se X \ A & de primeira categoria em X.

Por uma consequéncia do Teorema de Baire (Se X & um espago métrico
completo ent3o toda interseccdo enumeravel de subconjuntos abertos
densos em X é um subconjunto denso em X) temos que em um espago
topoldgico metrizavel e completo (como serdo os que trabalharemos), um
subconjunto e seu complementar ndo podem ser ambos de primeira
categoria. Portanto, em tais espacos, sempre que obtivermos a
residualidade de um subconjunto podemos concluir que ele é ndo vazio () &
de primeira categoria em qualquer espago topolégico) e é “grande” do
ponto de vista topoldgico.
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O conjunto CN'D (residualidade)

N3o é trivial que este conjunto é n3o vazio. Até a exibicdo do Monstro de
Weierstrass em 1872, pensava-se que uma func3o continua deveria ter
derivada em pelo menos um ponto de seu dominio. Também podemos ver
que este conjunto é ndo-vazio através do seguinte

Teorema
CND é residual no espaco de Banach C|0, 1] (com a norma do maximo).

Demonstracdo. A prova se baseia na definicdo, para cada n € N, de um
conjunto E, das fungdes f € C|0, 1] satisfazendo a seguinte propriedade:

[f(x+h) — (x|

- < n,Vhe (0,1—x)".

1
“Existe x € [0, 1- } tal que
n

Vé-se que, para cada n € N, E, é fechado e nunca denso em CJ0, 1], de
onde E := |,y En € um conjunto de primeira categoria em C[0,1] e
portanto A := C[0, 1] \ E & residual em CJ[0,1]. Prova-se entdo que
A C CND e segue que CN'D é residual no espaco de Banach C[0,1]. O
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O conjunto CN'D (espagabilidade)

O resultado anterior nos disse que CN'D é “grande” do ponto de vista
topolégico. Ele também é do ponto de vista algébrico por conta do
seguinte.

Teorema

CND é espacavel (contém, a menos da funcdo nula, um subespacgo vetorial
fechado de dimens3o infinita do espaco de Banach C[0, 1]).

Existem pelo menos duas demonstracdes deste fato: a de Berezhnoi e a de
Fonf-Gurariy-Kadets.
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Berezhnoi)

A seguir, um esboco da prova de Berezhnoi.

Demonstracdo. A ideia é comecar definindo, indutivamente, duas
matrizes infinitas D = (dj x)j ken € N = (nj k)j ken. Entre as varias
escolhas possiveis dadas pelas referéncias, é possivel fazer a seguinte
escolha particular para facilitar as contas:

2 210 230 263
0 24 223 255

D:= |0 0 21 247 ... f .
0 0 0 2%

212 .3 235 .3 271 .
23.3 222.3 200.
0 215 .3 249 .
0 0o 2%.

O O O W
W w ww
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Berezhnoi)

Definem-se entdo
1
polx) = d(x2) ~ 5, x€R

(onde d(x,Z) & a distancia de um nimero real x para o inteiro mais
préximo)

0.6

0.4

7 N 760 N %
N
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Berezhnoi)

e, para cada par j, k € N com j < k,

wo(Nnj kt
©jk(t) = £olnt) ), teR.
nj7k
Entdo considera-se, para cada j € N, uma fungdo continua ¢, : R — R
dada por

Ui(t) =D djmpjm(?)
m=j

e define-se, |
¥illo,1)
e = ——-— ¢ (C[0,1
= Tl © 01

de modo que

E :=span{ej : j € N}
é um subespaco vetorial fechado de CJ0, 1].
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Berezhnoi)

Em seguida, mostra-se que {ej};jcny € uma base de Schauder para E (e

assim E tem dimens3o infinita) o que esta fortemente baseado no seguinte
resultado:

Proposicao

1N N N

EZ|aj| < Zajej §Z|aj|, para todos N € N e ap,...,ay € R.
j=1 j=1 =1

Por fim, conclui-se a espacabilidade de CN'D ao ver que todo elemento
n3o-nulo de E & uma funcdo que em nenhum ponto é diferenciavel, usando
para isso varias propriedades estudadas das funcdes definidas
anteriormente. [J

Zaqueu Cristiano Moreira (IME-USP) Apresentacdo de MAT0148 17 de dezembro de 2021 11 /25



O conjunto CN'D (espacabilidade por Fonf-Gurariy-Kadets)

Demonstracdo. A ideia aqui é comecar definindo uma familia de funcdes
{un} 129 em R fazendo

0.3

0.2

01

Nw p— O

IAN A A
X X X
IAN A A

= ajw BRI

01

0.2

0.3
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Fonf-Gurariy-Kadets)

e estendendo a fung¢do u; a R fazendo ui(y) = ui(y — [y]) onde |y|
denota o maior inteiro que & menor que y. Ent3o define-se para

neN,n>?2
U1(8n71X)
un(x) = gy

70\ NP\ WD/ WU/, WL\ WU/, WD/ WU\
o N/ R/ 03N/ 04 \_A5 o5 &/ osN 0o N1

04

-02

03
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O conjunto CN'D (espacabilidade por Fonf-Gurariy-Kadets)

Estudando os extremos e periodos destas funcdes mostra-se que as funcdes

vp:[0,1] — R

o
X — Z Upp—14(X)
t=1

(para p =1,2,3,...) sdo tais que toda fungdo ndo nula da forma >":°; aj¢;
(com a; € R) é continua mas diferenciavel em nenhum ponto. A seguir,

prova-se que

Proposicdo
5 N N _ N
—Z\aj\ < ZajL Z|aj| VN € NVay,...,ay € R.
16 2= &gl =&
o0

e conseguimos concluir que ( )pen € uma base de Schauder para

¥p
eplloo
span{¢p : p € N}, o qual é um subespaco vetorial fechado de C[0,1] e
contido em CN'D U {0}. O

Zaqueu Cristiano Moreira (IME-USP) Apresentacdo de MAT0148 17 de dezembro de 2021 14 /25




O conjunto F.A (residualidade)

Primeiramente, observa-se que nio é trivial que existam funcdes fortemente
anulares pois ndo existe funcido holomorfa f definida em D tal que

lim |f(z)] =400
|z|]—1

por causa do Principio do Maximo e do Principio da Continuacio
Uniforme. Uma prova n3o-construtiva de que F.A # () (e é
topologicamente “grande”) é dada pelo

Teorema

F A é residual em H (D) (o espaco vetorial topolégico de todas as funcdes
f : D — C holomorfas, dotado da topologia compacto-aberta).

A topologia compacto-aberta 7. é aquela em que as vizinhangas abertas de
uma fun¢do f € H(D) sdo reunides finitas de conjuntos da forma

V(f,K,e) :={g € H(D) : sup|g — f| < €}
K

onde K C D é compacto e € > 0, de modo que (H(ID), 7.) é um espago
topolégico metrizavel e completo.
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O conjunto F.A (residualidade)

Segue um esboco da prova do teorema:
Demonstracido. Mostra-se a residualidade de F A provando a
residualidade de alguns subconjuntos especiais dele, a saber os conjuntos

FA(p,0) =< f € H(D); |z'121 ’;Z))
zeC(o)

:—|—OO N

onde ¢ : D — (0, +00) € uma fungdo continua, o é uma sequéncia em
(0,1) estritamente crescente que converge a 1 (chamamos de ¥ o conjunto
de tais sequéncias) e C(co) & a reunio das circunferéncias cujos raios sdo
os termos de o.

A ideia é considerar, para cada m, n € N, os conjuntos

Amni=A{f € H(D) : |f(z)| > ny(z), para todo z € rp0D}

An:=J Amn

m>n
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O conjunto F.A (residualidade)

de forma que obtem-se

FA(p,0) = ﬂ Ap.

neN

Prova-se que cada A, é aberto e denso em H(DD), e isto implica que
H(D)\ FA(@,0) = Upen(H(D) \ Ap) & unido enumeravel de fechados de
interior vazio, ou seja, é unido enumeravel de conjuntos nunca densos e
portanto & um subconjunto de primeira categoria em H(D).

Em particular, para ¢ =1 (a fungio constante igual a 1), tem-se que
FA D FA(p, o) para qualquer o e portanto F.A é residual em H(D). O
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O conjunto F.A (maximal denso-lineabilidade)

FA também é “grande” algebricamente e podemos ver isso através de dois
conceitos diferentes. Primeiramente

Teorema
F A é maximal denso-lineavel.

Demonstracao.

e Considera-se {Pp}pen uma enumeragdo dos polindmios em uma
variavel complexa cujas partes real e imaginaria sdo numeros racionais;
e tomamos um f; € FA(p) =, 5 FA(p,0) (pois FA(p,0) #0),
onde ¢ : D — (0,+00) é a fung¢do continua dada por
1

olz) = e,

@ define-se para cada o € R, @ > 0, a funcio e, : C — C dada por

en(z) = %%

@ s3o fixados, para cada n € N, um 3, € [n—1,n) e um J, > 0 tal que
d(0,8ne,f,) < L.
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O conjunto F.A (maximal denso-lineabilidade)

Ent&o, vé-se que o seguinte subespaco vetorial de # (D)
M := span{P, + dpenf, : n € Nya € [n — 1,n)}

é denso em #H (D), tem mesma dimens3o que H(D) e esta inteiramente
contido em FAU {0}. O
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O conjunto F.A (algebrabilidade forte)

Outra forma de ver que F.A é algebricamente “grande” é o seguinte

Teorema

FA é fortemente algebravel.

Demonstracdo. Constroem-se, indutivamente, familias de funcdes
{fn}neN €m H(D) € {¢n}n€N €em C(]D)’ (07 +OO)) tais que

fo € FA(bn1,0) e ¢j(z) = MBIz

(novamente usando que F.A(¢,0) é sempre ndo-vazio) para todos

n,j € N, com ¢g sendo a fungdo constante igual a 1,

M(f;,|z]) := max{|f(z)| : |z| = r}. Entdo considera-se a algebra C gerada
pelo conjunto {f, : n € N} e mostra-se que {f, : n € N} é um sistema de
geradores livre para C e C C FAU{0}. O
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Espacabilidade de subconjuntos de /,, para p > 1

E facil ver que I, \ Iy, para p > q > 1, & ndo-vazio. Mas também &
possivel mostrar que

Teorema

Se p>q>1entdo I, \ Iq é espagavel.

Demonstracdo. A ideia é basicamente mostrar que o subespaco vetorial /g
de /p, ndo é fechado em /, (e isto usando um argumento com sequéncias
truncadas) e entdo aplicar o resultado a seguir. [J

Proposicdo

Seja X um espaco de Banach. Para cada n € N, considere Z,, um espaco
de Banach e T, : Z, — X uma funcdo linear continua. Se

Y := span { U Tn(Z,) ¢ néo é fechado em X entdo X \ Y é espagavel.
n=1
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Espacabilidade de subconjuntos de /,, para p > 1

Outro conjunto estudado foi /, \ U1§q<p lg, com p > 1. Vé-se que este
subconjunto é ndo-vazio, primeiramente analisando o caso p = 2 (pois o
fato de /, ser um espago de Hilbert ajuda aqui) e depois aplicando ao caso
geral.

E, usando a proposicdo anterior, conclui-se que

Teorema

Se p > 1 entdo /I, \ U lq € espacavel.
1<q<p

Demonstracdo. Se baseia em mostrar que |J;,., /g, visto como
subespaco vetorial de /,, ndo é fechado em /,. O

Zaqueu Cristiano Moreira (IME-USP) Apresentacdo de MAT0148 17 de dezembro de 2021 22 /25



Referéncias

@ Aron, R. M.; Bernal-Gonzalez, L.; Pellegrino, D. M.;
Seoane-Sepalveda, J. B. Lineability: The Search for Linearity in
Mathematics, Monographs and Research Notes in Mathematics, FL,
CRC Press, 2016.

@ Berezhnoi, E. |. The Subspace of C[0, 1] Consisting of Functions
Having Finite One-Sided Derivatives Nowhere, Mathematical Notes,
73 (2003), 321-327.

© Bernal-Gonzalez, L.; Bonilla, A. Families of strongly annular functions:
linear structure, Rev. Mat. Complut, 26 (2013), 283-297.

Q Fonf, V. P.; Gurariy, V. |.; Kadets, M. |. An infinite dimensional
subspace of C[0, 1] consisting of nowhere differentiable functions, C. R.
Acad. Bulgare Sci., 52 (1999), 13-16.

V.

Zaqueu Cristiano Moreira (IME-USP) Apresentacdo de MAT0148 17 de dezembro de 2021 23 /25



Referéncias

@ Jarnicki, M.; Pflug, P. Continuous Nowhere Differentiable Functions.
The Monsters of Analysis, Springer, 2015.

O Kitson, D.; Timoney, R. M. Operator ranges and spaceability, Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 378 (2011), 680-686.

@ Megginson, R. E. An Introduction to Banach Space Theory, Springer,
1998.

@ Oxtoby, J. C. Measure and Category, Springer, 1971.

Zaqueu Cristiano Moreira (IME-USP) Apresentacdo de MAT0148 17 de dezembro de 2021 24 /25



Obrigado pela atencio!
Que a graca do SENHOR JESUS seja com todos vocés! J
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